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1 Introduction

Définition. On appelle équation du deuxiéme degré en l'inconnue x toute équation de la forme

ax’ +br+c¢=0

avec a,b,c € R et a # 0.

Exemple.
5

5
1. 3x2—§$—3720,a:3,b:—§,c:—37;

2. —224+9=0a=-1,b=0,c=09;

2 Equations incomplétes

Nous nous intéresserons ici & des équations du deuxiéme degré pour lesquelles b = 0 ou
c=0.

Exemple.

2. 22 =0
D’ou z = 0.
3. 22 = —4

Cette équation n’admet pas de solution. En effet, un nombre au carré ne peut étre négatif.

4. Pour résoudre x2 — x = 0, il convient de mettre z en évidence :
)

22— = 0
z(r—1) = 0

Dounz=0et xz =1.
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Remarque. Les exemples ci-dessus montrent qu’une équation du deuxiéme degré admet deux
solutions, une unique solution ou aucune solution.

Exercice 1. Résoudre les équations ci-dessous.

a) 22 =0 f) 2* = 4z

b) 2? =4 g) 22" —x =0
) 2° —49 = h) —a?=—4

d) z* 4+ 100 = i) 32 —12 =0
e) 22 — 5x = j) =52 +14=0

3 Reésolution par factorisation

Théoréme (Régle du produit nul.). Sia,b € R sont tels que a-b = 0, alors a = 0 ou
b=0.

Nous allons partir de la régle du produit nul pour résoudre quelques équations.
Exemple.
1. (z+3)(z—4) = 0

Dotz =—-3etz=4.

2. z(x+5) = 0

Dotz =0et x = —5.

3. Résolvons I'équation ci-dessous par factorisation.

> =5x+6 = 0
(x=2)(x—=3) = 0

Dounz=2et xz=23.

4. Résolvons I'équation ci-dessous par factorisation.

22 —6x+9 = 0
(x—3)?2 = 0

D’ou 'unique solution z = 3.

Exercice 2. Résoudre les équations ci-dessous.

a) 2’ —2r+1=0 f) 162® — 24z + 11 = 2
b) 2> +6x+9=0 g) 92° 4 242* + 162 = 0
¢)2® =100 +25=0 h) 2° — 82* + 162° = 0
d) 42> —4x+1=0 i) 2®— 92 =0

)
e) 92 + 127 + 4 = j) (x —1)(z* — 142 +49) =0
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Exercice 3. Méme exercice.

a) 12 + 52 +6 =0 f) 22% — 722* = 0

b)2? —32z—4=0 g) v* — 32% — 1022 = 0

¢) 2’ +2r —15=0 h) 3% — 272 — 66 = 0

d) 22 — 13z +42 =0 i) (42° — 122 +9)(42* — 16) = 0

i)
e) 2’ +2—-30=0 i) (22 — 122 + 32) (2% + 5z — 6) = 0

4 Complétion du carré

Avant d’établir une méthode générale de résolution de ’équation du deuxiéme degré, nous
allons résoudre une équation pas aisée a factoriser en complétant le carré.

Exemple.

202 —bxr—3 = 0]:2

g
52

2
—92.7.2
<x T

= 0] (a® — 2ab)
= 0| (a®—2ab+b*) —b?
5\\* 25
2)) =22 AL
4)) 62 ~ )@=
5\\°> 25 24 A .
T — 1 — — — — = 0| méme dénominateur

2
4
<x — (§) — —9 = 0 | somme de deux fractions

4 16
5 ’ 7 ? 2 2
@) ) ol
5 7 5 7
2 12 . , .
(a: + Z (x — Z = 0 | méme dénominateur

1
D’oﬁx:—ietx:&

5 La formule de Viéte

Comme nous 'avons déja vu, une équation du deuxiéme degré peut, selon les valeurs de
ses coefficients, posséder une unique solution, deux solutions distinctes ou peut n’en posséder
aucune.

C’est au mathématicien francais Francois Viete (1540-1603), plus connu a son époque
comme maitre de requétes et conseiller d’'Henri IV, que 'on doit la méthode générale de réso-
lution d’une équation du deuxiéme degré. Cette méthode s’applique comme suit.
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Soit a résoudre 1’équation

ax’ +br+c=0.

On commence par calculer le discriminant noté A de I’équation :

A def b2 — 4ac.

Trois cas peuvent alors se présenter :

— A < 0 et alors I'équation n’admet pas de solution (réelle) ;
b

— A =0 et alors ’équation admet une unique solution donnée par xr = ~oa :
a

— A > 0 et alors ’équation admet deux solutions distinctes x; et xo données par

_—b+VA —b— VA

et To =
2a 2a

i

En résumé, les solutions de 1’équation s’obtiennent en calculant

b+ VA

2a

i

ol

A:b2—4ac.‘

C’est cette derniére expression que I'on appelle communément formule de Viéte.

Preuve. L’idée de la preuve consiste a généraliser I'exemple de complétion du carré de la section
précédente.

x+i 2_ b2 — 4ac 2 _ 0
2a 2a N

+b+ b2 — 4ac +b b2 — 4ac _ 0
T o 2 S 2 -

a
(x+b+\/b2—4ac (x_b+\/b2—4ac)
2a 2a

= 0.
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D’ou
b+ VbV —dac  —b— Vb —4ac
N 2a N 2a
et
B b—\/b2—4ac_ —b 4+ /b? — 4ac
T 2a N 2a ’
Exemple.

1. Soit a résoudre I’équation
32° — 5z + 16 = 0.

On calcule
A=0b—4ac=(-5)?%*-4-3-16=—167 < 0.

Comme A < 0, I'équation n’admet pas de solution.

2. Soit a résoudre I’équation
252 — 20z +4 = 0.

On calcule
A=0b—4ac=(-20)>—4-25-4=0

Comme A = 0, I'équation admet une unique solution donnée par

b —(—20) 20
2 225 50

2
x —.
)

3. Soit & résoudre I'équation
372 4+ 10z — 8 = 0.

On calcule
A =0 — dac=10* —4-3 - (=8) = 196.

Comme A > 0, I’équation admet les deux solutions distinctes

b+ VA —104+V196  —10+14 4 2

YT T T T 23 T T 6 "6 3
et

—b—+vVA —10—-+V196 —10—14 —24 A

T — e g = —4,

2a 2-3 6 6
Exercice 4. Résoudre les équations suivantes a I'aide de la formule de Viéte.
a) 972 + 421 + 69 = 0;
b) 162% — 64z + 64 =0;
¢) 622 — 30z — 144 = 0.



6 EQUATIONS BICARREES

6

Exercice 5. Résoudre les équations suivantes a 'aide de la formule de Viéte ou a l'aide de

toute autre méthode.

a) 122% + 362 — 120 = 0
b) 622 + 18z — 24 = 0
¢) 15202 — 90 = —T5x
d) 3% — 132 = 21z
e) 4r(r +2) = 32
f) 902 = 90(3z — 2)
g) 162> — 1287 + 256 = 0
h) 2z(4x+1) =5

Exercice 6. Méme exercice.

a) 2 + 122 = 160
b) 2% — 32 = 4z

c) 2® 4 24x = 15+ 10z

d) z(x—-8)+7=0

e) z(x —1) — 60 =60+ x

f) 32(224+7) =0

g) (x+1)(x —1) =8z — 13
h) (z+3)(x —2) =13z — 17

6 Equations bicarrées

i) 487 + 122 — 90 = 0
j) 4a® — 722 +324 =0
k) 622 +2 —12=10

1) 42® +2—14=0

m) 152% — 12 = —8x
n) 15z% — 14 = 29z

0) 2x(4x + 15) = 27

p) 122 + 60z + 75 =0

2T,
r 3
) x+ L 5
€T =
] z—3
11z 3
k) 222 — — — — =
) 20— 5 T 10

) ma? +1=x(m+1)

m) 5z° = 27

) 2> —2ax +a* — b =0

o) z(x+1)=2(x+1)

p) 2° — 3ax — bx — 2ax + 6a* — 2ab = 0

n

Définition. Une équation bicarrée est une équation de la forme

ot a,b,ce R, a#0etnéeN.

ax®™ +bax" + ¢ =0

Exemple.
1.
2t +522-36 = 0
(22)2 +522—-36 = 0
On pose y = 22 :
P +5y—36 = 0
y=4y+9) = 0
D’ou
y=4ety=-9.
De y = 4, on en tire les solutions x = 2 et x = —2, alors que de y = —9, on n’en tire

aucune solution.
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2.
+73 -8 = 0
(232 4+ 72> -8 = 0

On pose y = 2% :
v+T7y—8 = 0

(y—1(y+8) = 0.

D’ou
r=1etz=-8&.

De la solution x = 1, en en tire y = 1 et de x = —8, on en tire x = —2.

Exercice 7. Résoudre les équations suivantes.

a) (42 — 11z — 3)(z* + 3z — 10) = 0 g) 2% — 972% + 1296 = 0

b) (2% + 22 — 12)(2* — 10z + 24) = 0 h) 272°% 4 33742° — 125 =0
¢) 2 —92% +20 =0 i) 2% —252° =0

d) z* — 412> + 400 =0 j) 2t —22° 4827 =0

e) x* — 2922 +100 =0 k) 2% +312° — 32 =0

f) 825 — 6323 —8 =0 1) 2* 4+ 52% — 36 = 0

7 Equations irrationnelles

Exemple. Soit a résoudre

vVr+5o5+xz—1=0.

On a
ve+d+r—-1 = 0 +1 -z
Vr+b = 1—x (...)
r+5 = (1—-1)?
r+5 = 1-2x+2*|—x2-5
> -3z—-4 = 0. résolution d'une équation du deuxiéme degré
D’ou

r=—1etx=4.

Il est nécessaire de vérifier que 'on a bien affaire & des solutions de I’équation de départ :

V—14+5+(—1)—1=0 et donc z; = —1 est solution de I’équation.
V4d+5+4+4—1=06 et donc x5 = 4 n’est pas solution de 1’équation.

L’équation v/ + 5+ — 1 = 0 posséde ainsi une unique solution : z = —1.
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Exercice 8. Résoudre les équations irrationnelles suivantes.

a) r —Vdr —19=14 f) Va3 — 56 =z — 2
b) . —v/3x +25 =15 S VI+b—Vr+2=1
1
¢) V169 — 22 =z — 17 h)\/:(;+5—|—\/_:\/x5_+5
d) Va2 — 1 =3 — a2 i) V2r +1++V71r—27=+3r+4

e)r=2—+Va2-3r+1 V12—V +8=+v2-2x

8 Equations rationnelles

Exemple. Soit a résoudre

x2 412 ~ —13
24+x  z+1
Ona 2412 13
Tt - factorisation des dénominateurs
>+ r+1
x? 412 —13 . ) .
= mettre sur le méme dénominateur
z(x+1) r+1
e+ 12 —13z (x4 1)
= -x(x
z(z+1) z(r+1)
2 +12 = —13z +13x
2?2 +13x+12 = 0 factorisation
(x+1)(x+12) = 0.
D’ou
r=—1etax=-—12.
Mais comme la solution x = —1 conduit & une division par 0, il convient de rejeter cette
solution.
Ainsi, 'équation admet 'unique solution z = —12.

Exercice 9. Résoudre les équations rationnelles suivantes.

) 6 n 3 1 2 )x—1+2—x+ 1 0
a =1 _
2—-1 x+1 1—=z & T z—1 2242z

r—1 x+7 T+ 3 2x 1
b - — h _=
)x—3 rz—1 2—2x )x—3 r—3
) 4 5 20 .)4—x+ Tz —2 +1 )

C _— = 1 —_ =

r—2 x+2 x22-4 r—5 2x—10 2

3 4o — 1 2 +5 . 4 12
d) — == -5 i) _ _

z—1 z+1 2 —1 S5r+2 1bx+6
)2x—3+5x—3 202+ —6 5 ) 3 N 4 142 + 3
e —_ p— pr—

x 2 3 20 +5 2x—5  4x2—25

1 —1 — 4
p L T _1 ) 3 n 7 _ Sr +

r x4+l T r44 r—4 2 — 16
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9 Systémes non linéaires

Exemple. Soit a résoudre

{x2+y2 = 25| (1)
r+y = 7 [(2)

Il convient de résoudre ce systéme par substitution. A cet effet, isolons z de (2) :

r="7—uy.
On a alors

(T—y)P+y> = 25

49 -1y +y*+y* = 25
202 — 14y +49 = 25| —25
202 — 14y +24 = 0 |:2
v —Ty+12 = 0
(y—=3)(y—4) = 0.

D’ou

y=3ety=4.

S’ensuivent les valeurs de x correspondantes :
et
D’ou les solutions

(z;9) = (4;3) et (25y) = (3;4).

Exercice 10. Résoudre les systémes non linéaires

— g2 _ =
a) y = x°—4 b) Y o+ 1
y = 2x—1 r+y = 3
2 _ 1 _ 2 _
0) y- = 1—-x d) Y x
r+2y = 1 r+2y+3 = 0
) 2y = f) r+2y = —1
y = 4a3 20 — 3y = 12

10 Applications

Exercice 11. Trouver deux nombres entiers consécutifs tels que la somme de leurs carrés soit
égale a 545.

Exercice 12. Deux nombres sont entre eux comme 4 est & 7 et la somme de leurs carrés est
égale & 3185. Quels sont ces nombres ?

Exercice 13. Trouver deux nombres pairs consécutifs dont le produit est égal a 2808.

Exercice 14. On achéte un terrain agricole au prix de 15000 francs. Quelle est sa surface,
sachant que si le prix du m? avait été inférieur de 5 francs, la parcelle aurait pu étre agrandie
de 500 m??
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Exercice 15. Un automobiliste accomplit un trajet de 360 km. A son arrivée, il constate que
le voyage aurait duré une heure de moins si sa vitesse moyenne avait augmenté de 12 km /h.
Quelle a été la durée du voyage 7

Exercice 16. Une cagnotte a fonds perdu doit étre partagée entre les membres d’une société
qui organise une course. Quatre personnes ne peuvent participer a la course, ce qui augmente
la part des autres de 50 francs. Combien de personnes cotisent a la cagnotte si le capital que
contient cette derniére s’éléve & 4"000 Frs?

Exercice 17. Deux fontaines peuvent remplir un bassin en 18 heures; trouver le temps quil
faudrait a chacune d’elles coulant seule, si la premiére emploie 27 heures de plus que la seconde.

Exercice 18. A et B travaillant ensemble accomplissent un ouvrage en 18 heures. Si A avait
di le faire seul, il aurait employé 15 heures de plus que B. Combien de temps mettrait chacun
d’eux travaillant seul pour accomplir le méme ouvrage.

Exercice 19. Un robinet remplit un réservoir de 270 litres. Si le débit augmentait d’un litre
par seconde, il faudrait 45 secondes de moins pour remplir le réservoir. Quel est le débit du
robinet ?

Exercice 20. On veut construire deux cadres métalliques carrés avec un fil de fer de 64 cm de
long. Si laire de la surface délimitée par le premier cadre vaut 9 fois I'aire de I'autre, quelles
sont les dimensions de chaque cadre?

Exercice 21. La vitesse du courant d’un fleuve est de 5 km /h. Il faut & un rameur 30 minutes de
plus pour parcourir 1,2 km en remontant le courant que pour la méme distance en descendant.
Quelle est la vitesse du canoé en eau tranquille ?
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Solutions
Exercice 1.
a)x =0
b)z=22=-2
c)r="T0a=-T7
d) Pas de solution
e)r=0,z=>5
Exercice 2.
a)x =1
b) z = -3
c)r=5
1
d)z=-
o=
2
e) r = —g
Exercice 3.
a)r=—2,x=-3
b)x=4,2=-1
¢)r=-5r=3
d)z=6,z="7

Exercice 4.
a) pas de solutions;
b) z=2;

¢c)x=-3,x=_8.

11

flz=0,x=4
1
— 0.z = =
g)r=02=7
h)z=2,0=-2
Dao=21=-2
) 14 14
T =4 =, =—\—
) 5 5
3
fyo=>°
o=

r=1x="7
fz=0,2 =6, =—6
g) 0,z =5, -2
h) o =110 = —2
er=-,x=2,0=-2
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Exercice 5.

a) x = —b,x =2

b)r=—-4x=1

¢c)r=—-6,x=1
d)z=—-4z=11
e)x=—4,1x=2
flz=12=2

g)r=4

1) = LEVAT

Exercice 6.

1)$——§£If—§
2774
D=9
4
k)xz—ixz—
2 3
7
l :—2 = —
) x =
6 2
m)r=——,r=-
5 3
) 2 7
nrs=——o=—
5’ 3
O) 9 3
T=——=,T=-
2’ 4
5
P)l’——§

b) z=—-4,2 =38 j) x =
1 3
c)r=—-15z=1 k)l‘:——,mzzl
1
d)yz=1z=7 Hr=1zx=—
m
2
e)x:—107$:12 m)xzo,x:g
7
f)xz(),:v:—§ nr=a—br=a+b
g)r=2x=6 o) x=2x=-1
b+ +va?+ 18ab + b2
W o—1z—11 p)x:5a+ \/a2+ 8ab +
Exercice 7.
a)x:—5,x:—1,x:2,x:3 g)r=2,x=-2x=3x
1
b)r=-32=2x=4,2=06 h)x:—5,x:§
)rx=V51r=—-V51r=21=-2 iyr=0,x=5x=-5
d)z=42=—-4,2=5z=-5 jlz=0
e)r=5r=-5r=21=-2 k)z=-22z=1
1
f)x:—i,x:2 rx=22=-2
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Exercice 8.

a)r=5x="T7

b) z =25

¢) pas de solution

d) z= V2,8 =—2

e) pas de solution

Exercice 9.

¢) pas de solution

d) pas de solution

Exercice 10.

a) (z3y) = (3;5) et (z;y) = (=1;-3)

(1;0) et z3y) = (=3;2)
11
8'128

c) (z;y) =
e) (x;y) = (0;0) et (z;y) = (

Exercice 11. 16 et 17 ou —17 et —16.
Exercice 12. 28 et 49 ou —28 et —49.
Exercice 13. 52 et 54 ou —54 et —52.
Exercice 14. 1000 m?.

Exercice 15. 6 h.

Exercice 16. 20 personnes.

Exercice 17. 27 h et 54 h.

Exercice 18. 30 h et 45 h.

Exercice 19. 2 litres par seconde.

)

floe=-22=4
g)r=-1

h) z =
i)r=4

) =—4

) 11
1)x—?

2
. rA 12
j)re \{ 5}
k) pas de solution

1) pas de solution

b) (z;y) = (=2;9) et (;y) = (1;2)
d) Pas de solution

f) (z;9) = (3; -2)

Exercice 20. grand cadre : 12, petit cadre : 4.

Exercice 21. 7 km/h.

13
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